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A.7 ARITHMETIQUE MODULAIRE

Comme pour Fy = {0,1} on peut considérer I'ensemble des
nombres entiers {0,1,2,...,n— 1}.

On regarde ces nombres comme tous les restes possibles de la
division par n, ce qui nous permet de définir une somme et un

produit en calculant dans Z, mais en ne gardant que le reste de la
reote de fou

division. Ainsi Joveson
Q@ Dans {0,1,2} on calcule 242 =4 s L{=4'$+é P

@ Dans {0,1,2} oncalcule 2= 8 = 2 w &=2%5+2

© Dans {0,1,2,3,4} on calcule 3-4= 2

© Dans {0,1,2,3,4} on calcule 1 — 4 = 2

@ Dans {0,1,2,3,...,10,11} on calcule 10-6 = 60 = S-10 < O



A.8 LE corps F,

PROPOSITION
Lorsque n n'est pas un nombre premier les opérations définies

ci-dessus ne forment pas un corps.

Preuve. Comme n n’est pas premier, n=a-b pour 1< a,b< n.
Ainsi le nouveau produit a- b est nul. Alors a ne peut pas avoir
d'inverse car sinon b=1-b=al-a-b=a1.-0=0. O
THEOREME

Lorsque p est un nombre premier les opérations définies ci-dessus

forment un corps FFp.

Les seules propriétés qui ne découlent pas de celles de la somme et

du produit dans Z sont |'existence d'opposé et d'inverse.
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5.3.5 CRITERE DE DIAGONALISATION

En général, pour diagonaliser une matrice sur R, il faut qu'il y ait

assez de valeurs propres réelles et assez de vecteurs propres.

THEOREME
Une matrice A est diagonalisable sur R si et seulement si

@ Le polynéme caractéristique est scindé sur R : il se décompose

en produit de facteurs (A — t) avec A € R.

@ Pour tout A, on a dimE) = mult(\).

Si A est diagonalisable on forme une base de vecteurs propres en

réunissant les vecteurs de base de chaque espace propre.



5.3.5 EXEMPLE

-3
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2 -3 . ‘
1) [Nod| DDhdud [Ware | Lo [Sbnhr—<] dod dov ([ S NGt = %47k
\ / 2\
< BSNAE pepr= e | edT | NedNor Ropre
2) A+ ST, e T s (A<ST, ) =
S =) 0 =
\ > cl'e
L N -\ \ SRR S)
= Nex/ [ A o | I\ & 2% duen A
\ o Ji
€ O~C_| |OdM . “}\N\N\EE—"—) = o | dvorel [ure
IDaee e ([ AN T A AN
[ AN
\ o/ MAY
DHINSRICHIEE CRI NI EEDS




=
T
b‘ .
0 A
1l
< 1
X \y -
Id
=y
Gl
0
) i ]
9 )
i ~
_ N A
iy - < p—
| \ o
R A S
10 \2 o
\ ~ O] —X \ =
Lo S|
il - 4
_lon SIS P 3
~J _ ﬁ
A T dik <
i - S oY 4
€3] {8 N "
= v N nu\.uJ\\I 4
[am < ) .
¢ H |
€3) [\ S
N7 i —
M )¢ )
¢ B¢
10 N - ~
h:\U- /I\
| Yen)




5.3.6 DIAGONALISABILITE : METHODE

Soit T : V — V une application linéaire.

o

© ©6 © ©

©

Choisir une base € de V (la base canonique si elle existe).
Ecrire la matrice A = (T)$ de T dans cette base.

Calculer le polynéme caractéristique ca(t).

Si ca(t) n'est pas scindé, A n'est pas diagonalisable.

Si ca(t) est scindé, extraire les racines A de ca(t) et calculer
les multiplicités algébriques.

Calculer les espaces propres E) et les multiplicités
géométriques.

Si dimEy # mult(\) pour une valeur propre A, alors A n'est
pas diagonalisable.

Si dimE) = mult(\) pour tout A, alors A



5.3.7 DIAGONALISATION : METHODE

Soit T : V — V une application linéaire
@ Choisir une base B) de E) pour toute valeur propre \.
@ Réunir les By pour former une base B de V.

QD= (T)% est diagonale. Les valeurs propres apparaissent dans

la diagonale dans I'ordre choisi pour construire la base B.
-dns 7 ordre cnol>

O Les colonnes de la matrice de changement de base P = (1d)

sont les vecteurs de B exprimés en coordonnées dans C.

Q@ D=P 'AP et A= PDP7!.



5.3.7 EXEMPLE : CHOIX D'UNE BASE POUR T
Soit W le plan de R3 donné par I'équation x + y + z = 0. On

considere |'application linéaire T : W — W donnée par la formule

—-y—z 9y 4z
T y = — 3y_8z QKJ‘) /ﬂa Lonmne

—12y + 7z dor o = o

@ On vérifie d'abord que TWeWw pour tout wWew.

@ On choisit ensuite une base C de W, par exemple



5.3.7 EXEMPLE : DIAGONALISATION DE T

On peut maintenant calculer la matrice A de T, par rapport a la

base C. Il faut toutefois calculer les images des vecteurs de base :

9 1 1
3 12 312
T = — = — _ — = — —_— —
(@)=5| 3 5| 1 5 5907 5@
12 0 1
1
8
T(c) = 5 -8 = - gcl + gcz
7
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5.3.7 EXEMPLE : UNE NOUVELLE BASE

La base de vecteurs propres choisie pour diagonaliser A est par

exemple formée de et | A quelle base de W ces
1 3

vecteurs correspondent-ils 7 Ces vecteurs sont donnés en

coordonnées dans la base C puisque A est la matrice de T par

rapport a C :
(T)E(x)e = (T(x))e (2) :QDO@

4
Par exemple by = ¢1 + ¢. Ainsi Ca~q = (4 }k(
O

La signification géométrique de T est maintenant transparente!
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5.4.1 LA TRACE

DEFINITION
Soit A une matrice n x n. La trace TrA = a1 + ax» + - - - + ann. J

Exemple 1. Soit A = 2 . Alors TrA=a+d. Or
b d

ca(t) = (a—t)(d—t)—bc = t>—(a+d)t+(ad—bc) = t>—TrA-t+det A

di1 412 4a13

Exemple 2. Soit A= | ay; ap a3 | et TrA = a11 + ax + ass.

a31 432 as3

ca(t) = (a11 — t)(ax — t)(as3 — t) + polynome de degré 1

= —t3 + (311 + azo + 833)t2 —+ ...



5.4.2 LA TRACE ET LE POLYNOME CARACTERISTIQUE

PROPOSITION
Soit A une matrice de taille n x n. Alors (—1)""1TrA est le

coefficient de t"~1 de ca(t) et det A est le coefficient constant.

Preuve. On a ca(0) = det(A—0-/,) = det A. O

LEMME
Soient A, B € Mpxn(R). Alors Tr(AB) = Tr(BA).

THEOREME
Si A est diagonalisable, alors la trace de A est égale a la somme

des valeurs propres.
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5.4.3 DEUX COMPLEMENTS

THEOREME
Soit A une matrice carrée telle que ca(t) est scindé. Alors A est

triangularisable (A est semblable & une matrice triangulaire).

Le théoreme suivant affirme que le polyn6me caractéristique
“annule” la matrice A.

THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

Soit ca(t) = t" + a,_1t" 1 + ... a1t + ag le polyndme

caractéristique de A. Alors
Vet
A"+ 2, 1AL At agl, = 0] e
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5.5.1 VALEURS PROPRES COMPLEXES

Soit A une matrice carrée de taille 2 x 2 a coefficients réels.
PROPOSITION
Soit A = a + bi une valeur propre complexe de A. Alors A = a — bi

est aussi valeur propre de A.

Preuve. ca(t) = (t — \)(t — p) = t2 — (A + p)t + Ap. Nous
voulons montrer que u est le conjugué complexe de A = a + bi.
Q@ M\ + pest un nombre réel = Impu = —bet u=c— bi
Q@ M\ = (a+ bi)(c — bi) est un nombre réel = bc — ab = 0.
Doncc=aetpu=a— bi. O



5.5.2 USAGE DES NOMBRES COMPLEXES

Soit A une matrice carrée de taille 2 x 2 a coefficients réels.
THEOREME

a b
—b a

Si A = a+ bi est valeur propre de A, alors A ~

Observation. Soit V' un vecteur propre pour la valeur propre
complexe \. Alors les parties réelles et imaginaires (Re7,lm7)
forment une base de R?. Si elles étaient proportionnelles, toutes
deux appartiendraient a E), mais I'image d'un vecteur a
coefficients réels est un vecteur a coefficients réels puisque A est a

coefficients réels.



5.6.1 APPLICATION : CALCUL DE PUISSANCES

Soit A une matrice diagonalisable. Il existe une matrice inversible P

et une matrice diagonale D telles que

A= PDP!

Mais alors on a aussi

A2 = pDP~1ppP~t = PD2P~1 ot | AK = PD*P~1

M 0 ... 0 Moo ..o0
0 X 0 0 X o0
D= ? = Dk = ’
0 . 0 S0 .0



